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Мета роботи – запропонувати методи аналізу та 
прогнозування розповсюдження пандемії COVID-19 в 
Тернопільській області на основі SIR-моделі.

Матеріали і методи. Вхідними даними для аналі-
зу та прогнозування розповсюдження пандемії 
COVID-19 служили показники Тернопільського облас-
ного лабораторного центру МОЗ України. Аналіз і 
прогнозування розповсюдження цієї пандемії у Терно-
пільській області здійснено на основі SIR-моделі в па-
кеті R.

Результати досліджень. Отримано результати 
експериментальних досліджень кількості прогнозова-
них випадків інфікування та осіб, які одужали, з вико-
ристанням SIR-моделі розповсюдження пандемії 
COVID-19 на основі лінійних і нелінійних диференціаль-
них рівнянь на 60, 100 та 1000 діб.

Висновки. Абсолютна похибка прогнозування піку 
пандемії COVID-19 у Тернопільській області на основі 
SIR-моделі з використанням нелінійних диференційних 
рівнянь становить 10 діб, що пояснюється введенням 
своєчасних та ефективних заходів Центром громад-
ського здоров’я МОЗ України та ДУ «Тернопільський 
обласний лабораторний центр МОЗ України».

Ключові слова: пандемія COVID-19, SIR-модель, 
методи прогнозування.

Протягом останніх місяців у суспільстві спостеріга-
ється стурбованість щодо виникнення та розповсюджен-
ня пандемії, яка спричинена вірусом COVID-19. За да-
ними ВООЗ, у найближчі роки очікується зростання ін-
фекційної захворюваності, що обумовлено відомими 
екологічними і соціально-економічними проблемами – 
низьким рівнем життя та не завжди належною медичною 
допомогою у значної частини населення планети [1]. 
Згідно з прогнозами, в першій половині поточного сто-
ліття у будь-якій географічній точці планети слід чекати 
епідемій, пандемій або спалахів як «нових», так і «ста-
рих» інфекційних захворювань.

Основними чинниками, які зумовлюють складність 
вирішення задач оперативного аналізу та прогнозу роз-
витку пандемії COVID-19, а також завдань протидії, є 
наступні: масовість і висока швидкість розповсюдження 
патогенів, коли за короткий час можлива поява велико-
го числа хворих людей; обмеженість щодо кількості 
пацієнтів, яких можуть прийняти медичні установи та 
заклади охорони здоров’я, коли уражених людей стає 
надзвичайно багато, а наявних сил і засобів протидії 
новому вірусу мало; необхідність швидкого (оператив-
ного) аналізу і прогнозу епідемічної ситуації з ухвален-
ням адекватного рішення стосовно мобілізації та управ-
ління усіма наявними засобами протидії з метою вияв-
лення, локалізації та ліквідації епідемічних осередків 
COVID-19, а також мінімізації соціальних та інших на-
слідків [2-5].

У цих умовах особливого значення набувають ви-
переджувальні наукові дослідження з аналізу і прогно-
зування вірогідних сценаріїв розвитку пандемії 
COVID-19. Технології математичного і комп’ютерного 
моделювання такого роду досліджень, використовуючи 
адекватний науковий інструментарій, спроможні своє-
часно оцінити масштаби та наслідки пандемії.

Метою роботи було розробити методи аналізу та 
прогнозування розповсюдження пандемії COVID-19 у 
Тернопільській області на основі SIR-моделей.

Перші математичні методи при вивченні епідемій 
використовувалися у середині XVII століття. Зокрема 
Даніїл Бернуллі уперше застосував найпростіший ма-
тематичний апарат для оцінки ефективності профілак-
тичних щеплень проти віспи. У подальшому математич-
ні методи застосував англійський вчений Уїльям Фар, 
який вивчав і моделював статистичні показники смерт-
ності населення Британії (Уельсу) від епідемії натураль-
ної віспи в 1837-1839 рр. [6]. Саме він вперше отримав 
математичні моделі кількісної динаміки епідемії нату-
ральної віспи у вигляді статистичних закономірностей, 
що дало змогу скласти прогностичну модель цієї епіде-
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мії. На початку XX сторіччя статистичний підхід У. Фар-
ра у вивченні епідемій був переосмислений і згодом 
розвинутий в роботах Джона Браунлі, в яких він аналі-
зував статистичні закономірності епідеміологічних по-
казників. Проте наступним етапом у вивченні закономір-
ностей епідемій став аналітичний підхід, який був за-
пропонований в кінці XIX століття. Завдяки цьому на 
початку XX століття були сформульовані основи сучас-
ної теорії математичного моделювання епідемій, роз-
роблені перші прогностичні моделі епідемій (кір, вітрян-
ка, малярія та ін.), вивчені їх основні властивості, 
отримані аналітичні формули прогнозування. У 20-ті 
роки XX століття аналітичний підхід отримав подальший 
розвиток серед учених Великобританії [7]. Теоретичні 
роботи цих науковців і сьогодні широко цитуються і ви-
користовуються в аналізі та прогнозуванні епідемій 
соціально-значущих інфекцій, зокрема грипу та ГРВІ, 
гепатитів В і С, ВІЛ-інфекції, сифілісу, гонореї та ряду 
інших інфекцій. 

Проте найбільший прогрес у використанні методів 
моделювання пов’язують з появою в середині 50-х років 
XX століття перших електронно-обчислювальних машин 
(ЕОМ) та збільшенням числа наукових робіт і публікацій 
з математичного і комп’ютерного моделювання епідемій. 
У публікаціях того часу стали з’являтися все складніші 
математичні моделі, в яких істотну роль відведено ви-
падковим чинникам епідемічного процесу. Тому біль-
шість моделей того періоду мала імовірнісний характер, 
а робочим апаратом служила теорія імовірності та ви-
падкових процесів. Цей етап у розвитку ЕОМ був 
пов’язаний з впливом на епідеміологію класичних мате-
матиків, яким вдалося створити безліч абстрактних 
моделей, але з вельми обмеженим епідеміологічним 
змістом [7].

Наступний етап у розвитку ЕОМ, який відноситься 
до другої половини XX сторіччя, був пов’язаний з швид-
ким прогресом у сфері комп’ютерних технологій, роз-
робкою потужних комп’ютерів з новітніми інструмента-
ми програмування і моделювання. У 60-70-ті роки в 
країнах Європи були розроблені нові типи детерміно-
ваних і стохастичних моделей епідемій, орієнтовані на 
вивчення закономірностей розвитку соціально-значу-
щих вірусних і бактерійних інфекцій. Проте, незважа-
ючи на високу складність таких моделей і точність 
математичного апарату, більшості моделей притаман-
на абстрактність й слабкий зв’язок з постановкою і 
вирішенням практичних задач епідеміології. Однією з 
причин такого стану стало те, що провідні наукові цен-
три з вивчення епідемій у США і країнах Європи роз-
ташовувалися в університетах або в медичних школах 
при університетах, які були достатньо далекі від реаль-

них проблем епідеміології, її практичних завдань. 
Своєю чергою, епідеміо логи сумнівно сприймали аб-
страктні математичні (детерміновані або стохастичні) 
моделі епідемій і спалахів і не могли їх поєднувати з 
практичними потребами. Таким чином, у 70-ті роки XX 
сторіччя спостерігався значний розрив між «чистою» 
теорією математичного моделювання епідемій і за-
стосуванням цієї теорії в епідеміологічній практиці. 
Перші дослідження, спрямовані на зближення теорії та 
практики, були здійснені в 60-ті роки у тодішньому 
СРСР академіком О. В. Барояном та професором 
Л. А. Рвачевим [8], які запропонували нову методологію 
математичного моделювання епідемій – епіддинаміки. 
Вона заснована на методі наукової аналогії у відобра-
женні епідемічного процесу (перенесення збудника 
інфекції від хворих до здорових) з процесом «перене-
сення» матерії (енергії, імпульсу та ін.) у рівняннях 
математичної фізики [9]. 

Як було встановлено, у ході розвитку епідемії серед 
населення ураженої території формується складний 
процес, що саморозвивається, завдяки «перенесенню» 
популяції збудника на співтовариство сприйнятливих 
людей. Епідеміологічний зміст такого процесу пов’язаний 
з адекватним його відображенням як у календарному 
часі «t», так і внутрішньому часі «τ», який фіксує розви-
ток інфекційного захворювання у безлічі інфікованих 
осіб. Система рівнянь, що показує розвиток епідемічно-
го процесу, є системою нелінійних рівнянь частинних 
похідних з відповідними початковими і граничними 
умовами. Із застосуванням цієї методології в Інституті 
експериментальної медицини ім. М.Ф. Гамалеї АМН 
СРСР в 60-70-ті роки були розроблені унікальні моделі 
епідемій грипу для території СРСР, які складено на осно-
ві балансів «потоків» індивідуумів, що проходять основні 
стадії-стани інфекційного процесу типу SEIR, де: S – 
сприйнятливі люди, E – особи в інкубаційному періоді 
захворювання, I – інфекційні хворі, R – особи, які пере-
хворіли.

За відсутності інформації про кількість пацієнтів, які 
перебувають в інкубаційному періоді інфекції, для роз-
робки методів аналізу та прогнозування розповсюджен-
ня пандемії COVID-19 в Тернопільській області доціль-
но використовувати SIR-модель.

Матеріали і методи
Вхідними даними для аналізу та прогнозування розпо-

всюдження пандемії COVID-19 використано показники ДУ 
“Тернопільський обласний лабораторний центр МОЗ Ук-
раїни”. Аналіз і прогнозування розповсюдження пандемії 
COVID-19 в Тернопільській області проведено на основі 
SIR-моделей в пакеті R.
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Результати досліджень та їх обговорення
SIR-моделі розповсюдження пандемії COVID-19. 

Запропонована модель ґрунтується на таких біологічних 
припущеннях щодо розповсюдження коронавірусу в 
людській популяції:

1. Швидкість зміни числа вразливих осіб є пропо-
рційною до самої кількості вразливих осіб з коефіцієнтом 
-k1.

2. На швидкість зміни інфікованих осіб впливають 
два процеси: інфікування вразливих осіб та одужання 
інфікованих осіб.

3. Процес інфікування вразливих осіб полягає у тому, 
що швидкість зміни інфікованих осіб є пропорційною до 
кількості уразливих осіб з коефіцієнтом k1.

4. Процес одужання інфікованих осіб полягає у 
швидкості зміни числа інфікованих осіб пропорційно до 
їх кількості з коефіцієнтом -k2, який вказує на швидкість 
одужання інфікованих осіб.

5. Швидкість зміни кількості осіб, які одужали, є про-
порційною до числа інфікованих осіб з коефіцієнтом k2. 

Слід зазначити, що модель є спрощеною і не враховує 
ряд суміжних процесів, а саме не розглядаються про-
цеси смертності через інфікування, оскільки вважається, 
що їх кількість є незначною. З другого боку, такі особи з 
числа інфікованих осіб можуть бути додані до тих, що 
одужали. 

Використовуючи наведені припущення, розвиток 
пандемії COVID-19 зображено у вигляді діаграми пере-
хідних станів SIR-моделі (мал. 1), яка включає три ком-
партменти для підпопуляцій уразливих (S), інфікова-
них (I) та осіб, які одужали (R).

S І1k  

R2k  

Мал. 1. Діаграма перехідних станів SIR-моделі розповсю-
дження пандемії COVID-19.

SIR-модель розповсюдження пандемії COVID-19 
на основі лінійних диференціальних рівнянь. Ви-
користовуючи основні положення популяційної динамі-
ки на основі біологічних припущень, SIR-модель розпов-
сюдження пандемії COVID-19 на основі лінійних дифе-
ренціальних рівнянь буде мати такий вигляд:
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Модель (1) використовується для заданих початко-
вих умов S(0)=0, I(0)=0 та R(0)=0.

SIR-модель розповсюдження пандемії COVID-19 
має спрощений характер та не враховує процеси підпо-
пуляції померлих осіб внаслідок інфікування. Однак, 
беручи до уваги їх дуже мале число, вважається, що 
дана підпопуляція не впливає на якісну поведінку дина-
мічної системи (1). Наведена модель є стаціонарною 
(автономною), в якій не враховуються жодні сезонні 
зміни. 

Для прогнозування пандемії COVID-19 з викорис-
танням SIR-моделі на основі нелінійних диференціаль-
них рівнянь (1) необхідно провести ідентифікацію пара-
метрів k1 та k2. У ролі експериментальних даних вико-
ристано результати розвитку пандемії COVID-19 в 
Тернопільській області, згідно з інформацією, яка нада-
на ДУ «Тернопільський обласний лабораторний центр 
МОЗ України» з 01.03. по 5.05.2020 р. 

Ідентифікацію параметрів в моделі (1) було здійсне-
но на основі методу алгоритму Левенберга-Марквардта 
[10]. При цьому встановлено середні значення параме-
трів k1=1,9×10-5 та k2=4,4×10-3. Стандартні похибки їх 
відхилення такі: SDk1=3,6×10-7 та SDk2=1,3×10-3, довірча 
ймовірність становить менше 0,001. Залишкова стан-
дартна похибка дорівнює 66,67 при 121 ступені свободи.

Матриця коваріації G представлена у наступному 
вигляді: 
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Використовуючи матрицю коваріації, ділянка пара-
метрів k1  та k2 обмежується еліпсоїдом, який заданий 
рівнянням:

( ) ( ) ( ),,-,ˆ-ˆ- 1-T
 pnppFG ≤              (2)

де )104,4;109,1(ˆ 3-5- ××=θ  – оцінюваний параметр; 
p=2 – число параметрів; n=123 – загальна кількість точок 
даних; F – квантильна функція F-розподілу. При цьому 
довірча ймовірність становить 0,95.

Довірча ділянка рівня α оцінки параметра θ апрок-
симується еліпсоїдом (мал. 2).

При отриманні результатів експериментальних до-
сліджень вважалося, що загальне число популяції ста-
новить 1 000 000 осіб (кількість жителів Тернопільської 
області) (мал. 3(а)).
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Мал. 2. Ділянка оцінювання параметрів k1 та k2 у вигляді 
еліпсоїда з довірчою ймовірністю 0,95.

  

а)                                          б)
Мал. 3. Результати експериментальних досліджень числа 
інфікованих (S) та їх прогнозування (S_pred) з використан-
ням моделі (1) на 100 діб (а) та 1 000 діб (б).

  

а)                                      б)
Мал. 4. Порівняння експериментальних даних чисел інфі-
кованих (I) та осіб, які одужали (R), з результатами прог-
нозування (I_pred, R_pred) на основі моделі (1) на 100 діб 
(а) та 1 000 діб (б).

SIR-модель розповсюдження пандемії COVID-19 
на основі нелінійних диференціальних рівнянь. Ви-
користовуючи основні положення популяційної динамі-
ки на основі біологічних припущень, які наведені вище, 
SIR-модель розповсюдження пандемії COVID-19 на 
основі нелінійних диференціальних рівнянь буде мати 
такий вигляд:

)(

)()()(

)()(

2

21

1

tIk
dt
dR

tI-ktItSk
dt
dI

tItS-k
dt
dS







     (3)           (3)

Модель (3) використовується для заданих початко-
вих умов S(0)=0, I(0)=0 та R(0)=0.

SIR-модель розповсюдження пандемії COVID-19 
має спрощений характер і не враховує процеси підпо-
пуляції померлих осіб внаслідок інфікування, однак, 
беручи до уваги їх дуже малу кількість, можна вважати, 
що ця популяція не впливає на якісну поведінку дина-
мічної системи (1). Наведена модель є стаціонарною 
(автономною), в якій не враховуються жодні сезонні 
зміни. 

Ідентифікацію параметрів в моделі (3) було прове-
дено на основі чисельного методу алгоритму Левенбер-
га-Марквардта [10]. При цьому встановлено середні 
значення параметрів k1=2,042×10-7 та k2=2,708×10-2. 
Стандартні похибки відхилення такі: SDk1=1,127×10-8 
(довірча ймовірність менша 0,001) та SDk2=1,218×10-2 
(довірча ймовірність менша 0,05). Залишкова стандарт-
на похибка становить 171,6 при 121 ступені свободи. 
При ідентифікації параметрів було виконано 12 ітерацій.

Матриця коваріації G представлена у наступному 
вигляді: 

4-10-
2

10-16-
1

21

101.482401 101.361304
101.361304101.269072

matrix 
 Covariance




k
k

kk

 

За використання матриці коваріації ділянка пара-
метрів k1 та k2 обмежується еліпсоїдом, який заданий 
рівнянням (2). При цьому довірча ймовірність становить 
0,95.

Довірча ділянка рівня α оцінки параметра θ апрок-
симується еліпсоїдом (мал. 5).
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Мал. 5. Ділянка оцінювання параметрів k1 та k2 у вигляді 
еліпсоїда з довірчою ймовірністю 0,95.

 

Мал. 6. Результати експериментальних досліджень числа 
інфікованих (S) та їх прогнозування (S_pred) з використан-
ням моделі (3) на 60 діб (а) та 100 діб (б).
   

Мал. 7. Порівняння експериментальних даних кількості 
інфікованих (I) та осіб, які одужали (R), з результатами про-
гнозування (I_pred, R_pred) на основі моделі (3) на 60 діб (а) 
та 100 діб (б).

   

Мал. 8. Результати експериментальних досліджень числа 
інфікованих (S) та їх прогнозування (S_pred) з використан-
ням моделі (3) на 1 000 діб (а) та порівняння експеримен-
тальних даних кількостей інфікованих (I) та осіб, які одужа-
ли (R), з результатами прогнозування (I_pred, R_pred) на 
основі моделі (3) на 1 000 діб (б).

Проводилося дослідження впливу розміру популяції 
на досягнення максимального значення кількості інфі-
кованих осіб (піку епідемії) (мал. 6-8). Як видно з мал. 6, 
пік пандемії COVID-19 в Тернопільській області, на під-
ставі інформації, яка надана ДУ «Тернопільський об-
ласний лабораторний центр МОЗ України» на період 
з 01.03. по 5.05.2020 р., мав би настати на 85-у добу, 
тобто приблизно 16.05.2020 р., згідно з прогнозуванням 
пандемії COVID-19 на основі SIR-моделі з використан-
ням нелінійних диференціальних рівнянь. 

Висновок
За результатами обліку кількості інфікованих на 

COVID-19 в Тернопільській області екстремальне зна-
чення зростання пандемії на COVID-19 в Тернопільській 
області припав на 06.05.2020 р. Абсолютна похибка 
прогнозування піку пандемії COVID-19 в Тернопільській 
області на основі SIR-моделі з використанням нелінійних 
диференціальних рівнянь становить 10 діб. Це поясню-
ється введенням своєчасних та ефективних протиепі-
демічних заходів Центром громадського здоров’я МОЗ 
України та ДУ «Тернопільський обласний лабораторний 
центр МОЗ України».

а) б)

а) б)

а) б)
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IDENTIFICATION PARAMETERS  
IN SIR-MODElS ACCORDING TO THE 
RESUlTS OF THE COVID-19 PANDEMIC 
IN THE TERNOPIl REGION

V.P. Martsenyuk1, M.A. Andreychyn2, A.S. Sverstiuk2, 
V.S. Kopcha2, О.Т. Сhaychuk3, V.O. Panychev3

1 University of Bielsko-Biala (Poland),
2 І. Horbachevsky Ternopil National Medical University,
3 Government agency “Ternopil Regional Laboratory Center of 

the Ministry of Health of Ukraine”

SUMMARY. The purpose of the work is to propose 
methods of analysis and forecasting of COVID-19 
pandemic spread in Ternopil region on the basis of SIR-
model.
Materials and methods. The input data for the analysis 
and forecasting of the spread of the COVID-19 pandemic 
were the indicators of the Ternopil Regional Laboratory 
Center of the Ministry of Health of Ukraine. Analysis and 
prediction of the spread of this pandemic in the Ternopil 
region was carried out on the basis of the SIR model 
and in the R package.
Results and discussion. The results of experimental 
studies of the number of predicted cases of infection 
and people who recovered using SIR-model and the 
spread of the COVID-19 pandemic based on linear  and 
nonlinear differential equations for 60, 100 and 1000 
days.
Conclusions. The absolute error in predicting the peak 
of the COVID-19 pandemic in Ternopil region based on 
the SIR model using nonlinear differential equations is 
10 days, which is explained by the introduction of timely 
and effective measures by the Public Health Center of 
the Ministry of Health of Ukraine and Ternopil Regional 
Laboratory Center/
Key words: COVID-19 pandemic; SIR model; 
forecasting methods.
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